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Panu Raatikainen

Formalismin rajat

Nykyaikaisen formaalisen logiikan kehityksen alkutaivalta
leimasivat kunnianhimoiset tavoitteet ja vahva optimismi.
Tavoitieena oli osoittaa koko matematiikalle ehdottoman

varma perusta. Parhaimmillaan filosofian ongelmienkin uskottiin
ratkeavan formaalisen logiikan avulla. Filosofisesti kuitenkin

on mielenkiintoisinta, etté nykyaikainen formaalinen logiikka

on mahdollistanut formaalisen Ighestymistavan rajoitusten
kiistattoman ja matemaattisen tdsmadaillisen osoittamisen.
Tamdntyyppisillé tuloksilla on monia tdrkeitd filosofisia seurauksia.
Esittelen tassa artikkelissa naita keskeisia logiikan

rajoittavia tuloksia.

Filosofian historiassa Aristoteleen logiikkaa pidettiin pitkiin
lopullisena totuutena pitevin loogisen piittelyn teoriassa.
Perinteisen aristoteelisen logiikan valtakausi kesti parisen
tuhatta vuotta. Niinpi vield Kant julisti, ettd aristoteelinen
logiikka on tiydellinen jirjestelmi, jossa ei ole mitiin kor-
jattavaa. Sittemmin logiikka on kuitenkin kokenut valtaisan
mullistuksen. Nykyinen predikaattilogiikka on radikaalisti
perinteisti logiikkaa ilmaisuvoimaisempi'. Sen luominen on
paljolti yhden michen, saksalaisen Gottlob Fregen ansiota.
Hin esitti uuden logiikan perusajatukset pienessi kirjassaan
Begriffsschrift vuonna 1879.

Frege halusi osoittaa, ettd lukuteorian (eli aritmetiikan) to-
tuudet eivit ole synteettisid @ priori, kuten Kant oli viittinyt,
vaan analyyttisia @ priori. Frege nihtivisti kuitenkin piti it-
seddn laajasti ottaen kantilaisena, ja hinen varsinaisena pii-
tavoitteenaan oli osoittaa hinen aikanaan suosittuja empiris-
tisid ja naturalistisia suuntauksia vastaan, ettei kaikki tieto ole
aposteriorista vaan ettd (kuten Kantkin ajatteli) on olemassa 2
priori tietoa — nimittdin tietomme lukuteoriasta (geometrisid
totuuksia Frege piti Kantin tavoin synteettisind a priori).

Frege pyrki osoittamaan lukuteorian totuuksien analyyt-
tisyyden osoittamalla, etti ne voidaan itse asiassa palauttaa
loogisiin totuuksiin. T4cd Lebnizista juontuvaa matematii-
kanfilosofista kantaa on tapana kutsua logisismiksi. Se, ettd
Frege tuli kehittineeksi nykyaikaisen predikaattilogiikan, oli
oikeastaan vain timin filosofisen projektin sivutuote. Fre-
gelle kivi nimittdin ilmeiseksi, ettd perinteinen aristoteelinen
logiikka oli aivan riittimitén esittimiin matematiikassa
esiintyvid intuitiivisesti pitevid paitelmii.

Fregen logisistinen projekti térmisi ylitsepadsemittdmiin
vaikeuksiin. Englantilainen Bertrand Russell osoitti vuonna
1902, ettd Fregen suuri looginen jirjestelmi johtaa ristirii-
toihin (erityisesti nk. Russellin paradoksi). Russell kuitenkin
hyviksyi logisismin perusajatuksen ja jopa laajensi sen kos-

kemaan koko matematiikkaa, my®s
geometriaa. Toisin kuin Frege, Russell
suhtautui Kantiin melko penseisti ja
katsoi, ettd logisismin oletettu pitevyys
osoittaa Kantin olleen perustavasti vii-
rassd.

Ristiriitojen vilttdmiseksi Russell
pyrki kehittimiin paradokseista vapaan
yleisen logiikan, jota hin alkoi kutsua
tyyppiteoriaksi. Siind kisitteilld on oma
rajattu mielekkyysalueensa ("tyyppi”),
ja tunnetut paradoksit ovat kieliopin vastaisia. Russellin

yritys palauttaa matematiikka logiikkaan huipentui timin
yhdessi A.N. Whiteheadin kanssa kirjoittamaan monumen-
taaliseen, kolmiosaiseen teokseen Principia Mathematica
(1910-1913). Kivi kuitenkin ilmi, ettd
olemassa olevan matematiikan palautta-
minen tyyppiteoriaan edellytti eriniisid
lisiaksioomia, nimittiin valinta-aksi-
ooman, #irettdmyysaksiooman ja nk.
palautuvuusaksiooman. Se, ettd nimi
olisivat loogisia totuuksia, on kuitenkin
vihintddnkin kiistanalaista. Pahempaa

oli kuitenkin tulossa...

Hilbertin ohjelma

Fregen ja Russellin logisismin ohella toinen nykyaikaisen lo-
giikan kehityksen kannalta merkittivi lihestymistapa mate-
matiikan perusteiden tutkimuksessa on ollut nk. Hilbertin
ohjelma. Saksalainen David Hilbert oli 1900-luvun alkuvuo-
sikymmenien matematiikan suuri voimahahmo, jonka ym-
pirille ryhmittyi kokonainen koulukunta johtavia nuoren
polven matemaatikkoja ja loogikoita.
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1800-luvun loppupuolella matematiikassa oli kehittynyt
radikaali uusi suuntaus, joukko-oppi, joka puhui estotto-
masti my®s direttdmistd joukoista.
Monet pitivit titd skandaalina, silld
Aristoteleesta 1800-luvulle lihes uni-
versaalinen nikemys filosofien ja ma-
temaatikkojen keskuudessa oli ollut,
ettd ddreccdmin joukon kisite on mie-
leton eikd mitdin didretontd voi olla
olemassa. Joukko-oppiin liittyvien
eriniisten paradoksien (mm. Russellin
paradoksi) loytymisen (erityisesti
suunnilleen vuosina 1895-1905) kat-
sottiin myds osaltaan osoittavan timin.

Hilbert nousi puolustamaan #irettdmien joukko-opil-
listen menetelmien kiyttéd matematiikassa. Itse asiassa
mydskddn Hilbert ei uskonut direttdmien joukkojen ole-
massaoloon. Hin kuitenkin uskoi, ettd niiden kiytté mate-
matiikassa on vaaratonta ja kiytinnén kannalta hysdyllisti.
Hilbert piti #irettomid joukkoja kantilaisittain puhtaan
jirjen regulatiivisina ideoina.

Hilbert erotti toisistaan ddrellisen ja directdmin matema-
tiikan. Edellinen rajoittui luonnollisia lukuja koskevaan al-
keislukuteoriaan, kun taas jilkimmiinen piti sisilldin kaiken
matematiikan mukaan lukien #irettdmin joukko-opin. Toi-
seksi, Hilbert erotti toisistaan reaalilauseet ja ideaalilauseet.
Hin uskoi, ettd vain reaalilauseet ovat merkityksellisid ja pu-
huvat jostain todellisesta. Sellaisia ovat (suunnilleen) luon-
nollisten lukujen teorian kvanttorittomat kaavat ja sellaisten
universaaliset sulkeumat. Kaikki muut lauseet ovat ideaalilau-
seita, jotka eivit puhu mistdin todellisesta. Hilbertin mukaan
ne kuitenkin nopeuttavat laskutoimituksia seki tiydentivit ja
yksinkertaistavat formalismia. Vain ne lisidamilld on mahdol-
lista siilyttdd klassisen logiikan lait (esim. kolmannen poissul-
jetun laki) myds matematiikan alueella, Hilbert ajatteli.

Hilbertin ohjelma matematiikan perusteiden turvaami-
seksi oli seuraava: Ensiksi, koko #iretén matematiikka tuli
formalisoida Fregen ja Russellin kehittimin uuden logiikan
avulla. Formalisoituna sen lauseita ja todistuksia voidaan tar-
kastella ulkoapiin, metatasolla, pelkkini ddrellisind merkki-
jonoina. Hilbert itse kutsuikin ohjelmaansa todistusteoriaksi
tai metamatematiikaksi. Toiseksi, kidyttimilld vain rajoitettua
ja kiistan kaikkien osapuolten (myos joukko-opin arvoste-
lijoiden) hyviksymai direllisti matematiikkaa, olisi todis-
tettava suuren formalisoidun jirjestelmin ristiriidattomuus
sekil se, ettei ddreton matematiikka todista yhtdin merki-
tyksellistd reaalilausetta, joka ei olisi jo todistuva #irellisessd
matematiikassa (nk. konservatiivisuus). Timai takaisi diret-
tomien joukko-opillisten menetelmien kiyton turvallisuuden
ja luotettavuuden #irellisen matematiikan nikskulmasta.

Hilbert my®s julisti, ettei mitiin ratkaisemattomia on-
gelmia ole olemassa. Tissd hin nojasi kantilaiseen ajatukseen,
ettd olisi irrationaalista, jos Jirki voisi esittdd kysymyksii,
joihin se ei kuitenkaan voisi vastata. Hilbertin mukaansa
tdytyy olla mahdollista esittdd sellainen menetelmi, joukko
tismillisid sddntojd, joita tiysin mekaanisesti soveltamalla
miki tahansa matemaattinen ongelma ratkeaa — timi on Hil-
bertin kuuluisa "ratkaisuongelma”, ’Entscheidungsproblen’.

Hilbertin ohjelman piirissi saavutettiin 1920-luvulla eri-
laisia osittaisia tuloksia, ja se vaikutti merkittivisti logiikan
kehitykseen. Hilbertin ajatus, etti formalisoituja loogisia
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jirjestelmiid itseddn tutkitaan matemaattisesti metatasolla,
oli erityisen merkittivi. Fregelle ja Russellille logiikka oli
ennen kaikkea universaalinen viline, jota kiytetddn. Hilbert
ja hinen koulukuntansa sen sijaan tutki logiikan ominai-
suuksia metatasolla ja keskitti huomionsa formalisoitujen
jirjestelmien metaloogisiin ominaisuuksiin kuten ristiriidat-
tomuus, luotettavuus, tiydellisyys ja ratkeavuus. Varsinaiselle
Hilbertin ohjelmalle kivi kuitenkin huonosti.

Godelin epatdydellisyyslauseet

Kurt Gédel oli nuori itivaltalainen loogikko, joka yleensi
luetaan Wienin piirin jiseneksi, vaikka todellisuudessa
hinen filosofiset nikemyksensi poikkesivat jyrkisti loogisen
positivismin opeista. Vuonna 1930 tuolloin vasta 24-vuotias
Godel todisti loogisia tuloksia, jotka muuttivat perustavasti
ja lopullisesti kisityksemme logiikasta, formaalisista menetel-
mistd ja matematiikan perusteista.

On tullut tavaksi puhua Gédelin ensimmiisesti ja toi-
sesta epitiydellisyyslauseesta. Ensiksi, hin todisti, ettd jopa
mahtavassa Principia Mathematican teoriassa on sen kielessi
ilmaistavia yksinkertaisia lukuteoreet-
tisia lauseita, jotka ovat tosia, mutta
joita ei voida todistaa tissd teoriassa.
Toiseksi, Godel osoitti, ettd erityisesti
lausetta, joka sanoo, etti kyseinen
teoria on ristiriidaton, ei voida todistaa
tdssd teoriassa. Nimi tulokset jo it-
sessddn asettivat kyseenalaiseksi sekd
logisismin ettd Hilbertin ohjelman.
Kaikki matemaattiset totuudet eivit
sisiltyneet logiikkaan ainakaan kuten
Russell logiikan miiritteli. Ja jos #i-
rettdmin matematiikan sisiltdvin Pri-
cipian teorian ristiriidattomuutta ei
voida todistaa edes siini itsessddn, niin
kuinka paljon vihemmin Hilbertin ra-
joitetussa direllisessd matematiikassa.

Nekin harvat, jotka ymmirsivit tulokset — mukaan
lukien Gédel itse — olivat kuitenkin epidvarmoja siiti, voi-
taisiinko epitiydellisyystulokset yleistdd ja miten. Godel itse
totesi, ettd todistusmenetelmid mahdollistaa myds Zermelon,
Fraenkelin ja von Neumannin joukko-oppien ja Hilbertin
koulukunnan esittimien lukuteorian formalisointien epitiy-
dellisyyden todistamisen. Ilman yleisti ja tdsmillistd ratkai-
sumenetelmin kisitteen mairitelmii epitiydellisyystuloksia
ei kuitenkaan voida yleistid. Tdmi ongelma on suorassa yh-
teydessi Hilbertin ratkaisuongelmaan. Gédel itse teki 1930-
luvun alussa joitain osittaisia yrityksid ratkaisumenetelmin
kisitteen miirittelemiseksi, mutta syystd tai toisesta hin
vaipui ankaraan masennukseen ja vietti vuodet 1934-1937
suurimmaksi osaksi hermoparantolassa, eiki endd osallis-
tunut aiheen tutkimukseen.

Ratkaisumenetelmdn kdsite

Ratkaisumenetelmin tai laskentamenetelmin — tai algo-
ritmin, kuten sitd usein kutsutaan — kisite on yhti vanha
kuin matematiikka itse. Matematiikassa on aina esitetty
ratkaisu- tai laskentamenetelmii tiettyjen yksittiisten on-
gelmien ratkaisemiseksi. Klassinen esimerkki on nk. Euk-



leideen algoritmi kahden luvun suurimman yhteisen te-
kijin ratkaisemiseksi. Laskentamenetelmit olivat keskei-
sessd asemassa esimerkiksi Leibnizin ajattelussa. Hilbert ja
Ackermann kutsuivat vuonna 1928 ilmestyneessi logiikan
oppikirjassaan predikaattilogiikan ratkaisuongelmaa mate-
maattisen logiikan piiongelmaksi”. He olettivat, ettd predi-
kaattilogiikalle voidaan esittiid yleinen ratkaisumenetelmi,
jonka avulla mistd tahansa lauseesta voidaan mekaanisesti
ratkaista, onko se loogisesti pitevi vai ei. Tdmai antaisi myos
ratkaisumenetelmin kaikille predikaattilogiikan avulla for-
malisoiduille matemaattisille aksiomatisoiduille teorioille.

Ratkaisumenetelmin esitcimiseksi yksittiiselle mate-
maattiselle ongelmalle ja myos Hilbertin perdinkuulutta-
malle logiikan ratkaisuongelmalle riittid, ettd esittdd jonkun
yksittdisen, konkreettisen ratkaisu- tai laskentamenetelmin,
joka vastaa intuitiivista ratkaisumenetelmin kisitetcd. Kiel-
teinen vastaus eli se johtop#itds, ettei mitdin ratkaisumene-
telmii jollekin ongelmalle ole olemassakaan, olisi sitd vastoin
edellytinyt yleisen ratkaisumenetelmin kisicteen tdsmillistd
matemaattista médritelmid. Tillaista ei tuolloin kuitenkaan
ollut olemassa, eiki timin intuitiivisen ja epiformaalisen
kisicteen tdsmillistd matemaattista mairittelyd pidetty edes
mahdollisena.

Church ja Turing

Amerikkalainen loogikko Alonzo Church kehitti 1930-luvun
alussa omaan A-notaatioonsa perustuvaa jirjestelmid ma-
tematiikan perusteiksi. Hinen oppilaansa Kleene ja Rosser
todistivat vuonna 1934, etti jirjestelmid on ristiriitainen.
Hieman kuin vahingossa siiti jdi kuitenkin jiljelle A-mii-
riteltdvyyden kisite, jolla osoittautui olevan monia kitevid
ominaisuuksia. Vieli samana vuonna Church esitti, ettd in-
tuitiivinen laskettavien funktioiden kisite voidaan samastaa
A-miiriteltivien funktioiden kanssa. Titd ajatusta kutsutaan
nykyiin Churchin teesiksi.

Teesin valtava merkitys ymmirrettiin pian; mahdollis-
tihan se lopultakin ratkaisuongelman yleisen tarkastelun.
Church julkaisi teesinsi vuonna 1936 ja todisti sithen nojaten
seki predikaattilogiikan ettd lukuteorian ratkeamattomaksi:
ei ole olemassa mitiin yleisti mekaanista menetelmii, jonka
avulla voitaisiin ratkaista, onko mielivaltainen annettu lause
todistettavissa lukuteoriassa, tai predikaattilogiikassa, vai ei.
Churchilla ei ollut kuitenkaan esictdd mitdin kovin kestivii
argumenttia tai analyysia teesinsi tueksi. Muuan muassa
Godel suhtautui teesiin hyvin epiillen.

Nuori englantilainen matemaatikko Alan Turing kuunteli
vuonna 1935 Cambridgessa M.H.A.

Newmanin luentoja, joilla kisiteltiin
my6s Godelin tulosta sekid tuolloin
avoinna ollutta ratkaisuongelmaa.
Turing innostui aiheesta ja tydskenteli
sen parissa omatoimisesti. Vuotta
myshemmin tuolloin vasta 23-vuotias
Turing yllitti Newmanin tuomalla
tille kirjoituksen, jossa esitettiin idea-
lisoidun koneen miiritelmi ja tihin
ratkaisumenetelmin analyysiin pe-
rustuen osoitettiin — Churchin tydstd
riippumattomasti — predikaattilogiikan
ratkeamattomuus.

Turingin tydn tarkoituksena oli alun perinkin juuri lo-
giikan ratkeamattomuuden todistaminen. Ratkaisumene-
telmin kisitteen analyysissaan hin tarkasteli ensin ihmisten
laskentamenetelmii seuraamalla ihmisten suorittamia lasku-
toimituksia ja abstrahoi kaikki epdolennaiset rajoitukset pois.

Turingin analyysi lihtee liikkeelle siitd, kuinka ihminen
— inhimillinen ”Laskija” — toimii ratkaistessaan jotain mate-
maattista ongelmaa jonkin mekaanisen ratkaisumenetelmin
avulla. Turingin mukaan todellinen ongelma on se, miti
mahdollisia prosesseja ihmismieli voi viedi lipi laskiessaan
jotain lukua. Hin halusi 18ytii sellaiset Laskijan operaatiot,
jotka ovat niin yksinkertaisia ja perustavia, ettei niitd voida
endi jakaa yksinkertaisempiin osiin.

Turing kuviteeli, kuinka Laskija
kirjoittaa symboleja ruutuihin jae-
tulle paperille samaan tapaan kuin
lapsi laskentovihkoon. Hin piiteeli,
ettd paperin kaksiulotteisuus ei ole
olennaista, joten hin yksinkertaisti
asetelmaa keskittymilld yksiulot-
teiseen paperinauhaan, joka oli jaettu
ruutuihin. Edelleen Turing totesi, etti
inhimillinen muisti ja havaintokyky
on vilttimited direllinen: siispd kiy-
tdssd voi olla vain ddrellisen monta
eri perussymbolia, ja Laskija voi “kertasilmiykselli” havaita
symboleja vain direllisen monesta ruudusta.

Turingin analyysin lopputuloksena oli ajatus abstraktista,
idealisoidusta koneesta, jossa on potentiaalisesti diretdn,
ruutuihin jaettu nauha, jota kone lukee, johon se kirjoittaa
ja josta se pyyhkii pois merkkeji jonkin #irellisen siints-
joukon miirdimani. Tillaisia teoreettisia koneita kutsutaan
nykyisin Turing-koneiksi. Turingin johtop#ités oli, ettd on-
gelma on mekaanisesti ratkaistavissa inhimilliselle Laskijalle
tismilleen silloin, kun jokin Turing-kone voisi ratkaista sen.

Vakuuttavan kiisiteanalyysin avulla Turing onnistui eris-
timdin ja cismillisesti mddrittelemiddn yleisen ratkaisumene-
telmin kisitteen. Seuraavaksi hin osoitti miiritelmin avulla,
ettd on olemassa matemaattisia ongelmia, joita ei kerta kaik-
kiaan voida ratkaista: ei ole mitdin yleistd mekaanista mene-
telmidd niiden ratckaisemiseksi. Ehki yksinkertaisin tillainen
ongelma on Turingin pysihtymisongelma”: ei ole mitiin
yleistd menetelmid sen ratkaisemiseksi, pysihtyykd tietyn
tietokoneen laskenta joskus vai juuttuko kone ”silmukkaan”
ikuisiksi ajoiksi. Turing my®os osoitti, ettd predikaattilogiikka
on ratkeamaton: jos se olisi ratkeava, myos pysihtymison-
gelma, joka voidaan formalisoida predikaattilogiikassa, olisi
ratkeava.

Vasta kun Turingin artikkeli oli painovalmis, Churchin
ty6 tuli hinen tietoonsa. Turing lisisi artikkeliinsa liitteen,
jossa hin osoitti Turing-laskettavuuden (kuten sitd nykyisin
kutsutaan) ja A-miiriteltivyyden yhtipitiviksi. Turingin ana-
lyysi osoitti siis my®s, ettd Church teeseineen oli siis sittenkin
ollut oikeassa. Turing julkaisi artikkelinsa vield vuonna 1936.

Turingin tirkein panoksen takia intuitiivisen ratkaisume-
netelmin kisitteen ja tismillisen matemaattisen midritelmin
(jonkin monista ekvivalenteista mahdollisista mairitelmistd)
samastamista kutsutaan usein myds Churchin-Turingin tee-
siksi. Se on nykyiin yleisesti hyviksytty loogikoiden keskuu-
dessa, ja monien tirkeiden loogisten tulosten perusta. Myos
Godel vakuuttui Turingin analyysista.
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Epdtdydellisyystulosten yleistéiminen

Turingin analyysi mahdollistaa myss Gédelin epitiydelli-
syystulosten yleistimisen.

Sen avulla voidaan miiritelld yleinen formalisoidun
teorian kisite. Formalisoidun teorian miirictelyssi on kolme
osaa: Ensiksi, on miiriteltivd kiytetty formaalinen kiels,
sen merkit, eli aakkosto, ja lauseenmuodostussidinnét (kie-
lioppi). Sddnnst ovat laskettavia operaatioita, ja kysymyksen,
onko annettu merkkijono oikeinmuodostettu lause vai ei,
on oltava mekaanisesti ratkaistavissa. Toiseksi, on miiri-
teltivid teorian peruslauseet eli aksioomat. Aksioomia voi
olla ddreton miird, mutta pitdd olla mahdollista ratkaista
mekaanisesti, onko annettu lause aksiooma vai ei. Kolman-
neksi, on miiriteltivi pidttelysiinnit. Ne ovat laskettavia
operaatioita lauseiden joukossa. Toisin sanoen tiyttyy olla
mahdollista ratkaista mekaanisesti, onko oletettu piitelmi
paittelysdintdjen mukainen vai ei. Formalisoidun teorian
todistuvat lauseet eli teoreemar ovat kaikki aksioomista pait-
telysdintsjen avulla johdettavissa olevat lauseet (aksioomat
itse mukaan luettuna).

Timin yleisen formalisoidun teorian kisitteen avulla
voidaan sitten esittdid myos Godelin epitiydellisyystulokset
tdysin yleisessi muodossa:

Gaodelin epitiydellisyyslauseet (yleinen muoto)

Ensimmiiinen epdtiydellisyyslause: Jokaiselle ristiriidatto-
malle formalisoidulle teorialle, joka sisiltii alkeislukuteo-
rian, voidaan l8ytid teorian kieleen kuuluva lause, joka
on tosi mutta jota ei voi todistaa teoriassa.

Toinen epiitiiydellisyyslause: Mikiin ristiriidaton formali-
soitu teoria ei voi todistaa omaa ristiriidattomuuttaan.

Kun Gédelin epitiydellisyystulokset nykyisin esitetddn cilld
tavalla, oletetaan niissi siis piilevisti Turingin ratkeavuuden
analyysi.

Totuuden maadrittelemattomyys

Puolalainen loogikko Alfred Tarski tunnetaan filosofiassa
ennen kaikkea timin totuuden Kisitteelle antamasta loogis-
matemaattisesta analyysista. Hin esitti,
kuinka formaaliselle kielelle voidaan
esittdd tdsmillinen totuusmidritelma.
Tarski kuitenkin my®s todisti vuonna
1933 Godelin epitiydellisyystuloksien
menetelmii soveltamalla mielenkiin-
toisen totuuden kisitteeseen liittyvin
rajoittavuustuloksen (itse asiassa Godel
oli tehnyt saman huomion, muttei
julkaissut sitd). Nimittiin, tiettyjen varsin luonnollisten taus-
taoletusten vallitessa pitee:

Tarskin totuuden midrittelemirtomyystulos: Formaalisen
kielen totuuden kisitettd ei voida miiritelld timin kielen
sisilli.

Tarski erottikin toisistaan objektikielen eli kielen, jonka to-
tuudesta on kyse, ja metakielen jossa objektikielen totuutta
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kisitellddn. Tarskin tulos osoittaa, etti totuuden miirittele-
miseksi tarvitaan vilttimittd objektikieltd ilmaisuvoimaltaan
rikkaampi metakieli.

Tulosten filosofisesta merkityksesta

Gédelin tuloksilla (yhdistettynid Turingin tyshon) voidaan
tulkita olevan my®os yleisempii tietoteoreettista merkitystd.*

Quine on tarkastellut niiden yhteytti perinteisiin filo-
sofisiin koulukuntiin: rationalistit ajattelivat, ettd kaikki to-
tuudet voidaan todentaa lihtemilld itsestddin selvistd perus-
lauseista itsestidin selvien piittelyaskelten avulla. Monet mal-
tillisemmat klassiset filosofit ajattelivat, ettd kaikki totuudet
voidaan johtaa itsestdin selvien piittelyaskelten avulla joko
havainnoista tai itsestdin selvisti totuuksista. Quine toteaa,
ettd Godelin tulokset kumoavat molemmat nikemykset.

Hilary Putnam puolestaan on esittinyt, ettd lauseiden,
jotka voidaan todistaa meille ihmisille ilmeisien aksioomien
pohjalta, tiytyy sisiltyd johonkin formalisoituun teoriaan,
silli muuten ddrettdmin mairin toisistaan tiysin riippumat-
tomia periaatteita tiytyi olla ilmeisid ihmismielelle — ja timd
tuntuu erittdin epiuskottavalta.

Godelin tuloksista seuraa, ettd on olemassa matemaat-
tisia totuuksia, joita ei voida todistaa ilmeisisti aksioomista.
Edelleen, jos “analyyttiset totuudet” ymmirretdin jonkin
ddrellisen merkityspostulaattien luettelon seurauksina, Go-
delin tuloksista seuraa, ettd matematiikassa on synteettisid
totuuksia. Itse asiassa myds Godel itse esitti hyvin samanta-
paisen ajatuksen.

Ratkeamattomuustulokset ja tavallinen
matematiikka

Gédelin konstruoimat ratkeamattomat lauseet ja Turingin rat-
keamattomat ongelmat olivat kuitenkin hyvin monimutkaisia
teoreettisia rakennelmia, jotka oli muotoiltu juuri epitiydel-
lisyys- ja ratkeamattomuustulosten todistamiseksi. Niilld ei
ollut mitdin luonnollista matemaattista merkityssisileod. Siksi
pidettiin pitkiin episelvinid, onko tuloksilla loppujen lopuksi
kovinkaan suurta merkitysti tavallisen matematiikan niko-
kulmasta. Asiaan on kuitenkin saatu lisivalaistusta.

Mitd tulee epitiydellisyystuloksiin, Jeff Paris ja Leo
Harrington osoittivat vuonna 1978, etti tietty hyvin luon-
nollinen #irellisen kombinatoriikan lause on todistumaton
normaalissa lukuteoriassa (nk. Peano-aritmetiikka) — se
voidaan kylld todistaa vahvemmassa joukko-opin teoriassa.
Myshemmin Harvey Friedman on muotoillut varsin yksin-
kertaisia ja luonnollisia matemaattisia lauseita, joita ei voi
todistaa edes kattavissa joukko-opin teorioissa.

Hilbert oli kuuluisassa vuonna 1900 esittimissiin lu-
ettelossa tirkeimmistd matematiikan avoimista ongelmista
esittinyt kymmenentenid ongelmana nk. diofanttisten yhti-
I6iden ratkaisuongelman (nimitys juontaa juurensa antiikin
kreikkalaisesta matemaatikosta Diofantoksesta). Diofanttiset
yhtildt ovat yksikertaisesti yhtilditd, jotka muodostetaan
kokonaislukuja sekd yhteenlasku- ja kertolaskuoperaatioita
yhdistimilli ja joiden mahdolliset ratkaisut rajoitetaan ko-
konaislukujen joukkoon. Hilbertin kymmenes ongelma siis
perddankuuluttaa yleisti menetelmii, jota seuraamalla voi-
taisiin mistd tahansa tillaisesta yhtilostd ratkaista, onko silld
ratkaisua kokonaislukujen joukossa vai ei.



Turingin luomat vilineet mahdollistivat kysymyksen
siitd, voisiko timi ongelma ehki ollakin ratkeamaton. 1950-
luvun alussa kaksi nuorta amerikkalaista loogikkoa, Julia
Robinson ja Martin Davis, alkoivat aluksi toisistaan riippu-
matta, mybhemmin yhteistydssi, tutkia asiaa. Myohemmin
joukkoon liittyi filosofina mainetta niittinyt Hilary Putnam.
He kutsuivat “eksponentiaalisiksi diofanttisiksi yhtilsiksi”
yhtiloitd, joiden muodostamisessa
voidaan yhteen- ja kertolaskun
lisaksi kiyttdid myds eksponent-
tioperaatiota. Vuonna 1962 Davis,
Putnam ja Robinson saavuttivat
tirkein tuloksen: he osoittivat, ettd
kysymykseen eksponentiaalisten
diofanttisten yhtildiden kokonaislu-
kuratkaisuista ei ole olemassa ratkai-
sumenetelmid. Niin hyvin luonnol-
linen lukuteoreettinen ongelma — ongelma jonka koululai-
nenkin ymmirtid — oli osoitettu absoluuttisesti ratkeamat-
tomaksi. Vuonna 1970 tuolloin vasta 22-vuotias venildinen
matemaatikko Juri Matjasevic$ lisdsi viimeisen puuttuvan
palasen ja todisti, ettd myos kysymys tavallisten diofanttisten
yhtildiden ratkaisuista, eli Hilbertin kuuluisa kymmenes on-
gelma, on ratkeamaton.

Ratkaisumenetelmid laajentamassa

Voidaan kysyi, voisiko ratkaisumenetelmien kisitettd jo-
tenkin yleistdd niin, ettd Turingin analyysin nojalla ratkea-
mattomiksi tuomitut ongelmat voitaisiin ratkaista — ainakin
jossain heikommassa mielessi. On todellakin olemassa eris
luonteva ja mielenkiintoinen ratkeavuuden kisitteen yleistys.

Hilary Putnam esitti vuonna 1965 ajatuksen “yrityksen ja
erechdyksen menetelmistd”. Samantapaisen ajatuksen esitti
riippumattomasti Mark Gold samana vuonna. Sittemmin
useat tutkijat ovat riippumattomasti piityneet yhtipitiviin
kisitteisiin. Jeroslow on kehitellyt samaan ajatukseen perus-
tuvaa “eksperimentaalista logiikkaa”. Myés Jaakko Hintikka
on yhdessi Arto Mutasen kanssa tutkinut vastaavaa kisicettd
ja sen sovelluksia. Kysymyksessi on siis
miti ilmeisimmin varsin luonnollinen
ajatus.

Sithen pidddytidn, kun hieman muu-
tetaan Turing-koneen ajatusta. Nyt salli-
taankin, ettd kone voi “muuttaa mieltiin”
ddrellisen monta kertaa. Kone tulostaa tu-
loksenaan #irellisen jonon “kylld”- ja "ei”-
vastauksia. Viimeinen “kylld” tai "ei” on
lopullinen, oikea vastaus. Nyt kuitenkin
luovutaan siitd oletuksesta, ettid voidaan ratkaista, milloin
kone on lopettanut laskemisen. Jos koneen viimeisin tuloste
on “kylld”, tiedimme ettd timi on vastaus, ellei kone vield
muuta mieltdin. Ei ole kuitenkaan olemassa mitiin ratkai-
sumenetelmii, joka kertoisi, aikooko kone vieli muuttaa
mieltidin vai el.

Ongelmat, jotka voidaan ratkaista tillaisen menetelmin
avulla, ovat tavallaan “empiirisesti ratkeavia’. Jos nimittiin
oletetaan aina, ettd viimeisin vastaus on lopullinen, erch-
dytddn #ddrellisen monta kertaa, mutta saavutetaan lopulta
oikea vastaus. Mutta vaikka olisikin saavutettu oikea vastaus,
ei voida varmasti tietdd, ettd ndin on tapahtunut. On kui-

tenkin tirkeii todeta, ettei timi ole tarkoitettu milldin ta-
valla Turingin analyysin ja Churchin-Turingin teesin kritii-
kiksi. Kyse on aivan eri kisitteestd. Se on kuitenkin hyvin
luonnollinen Kisite, ja tutkimisen arvoinen. Turingin me-
netelmii soveltamalla on helppo todistaa, ettd on olemassa
ongelmia, joita ei voida ratkaista edes timin yleisemmin ja
liberaalimman ratkaisumenetelmin avulla. Se, mitki luon-
nolliset matemaattiset ongelmat ovat tissi mielessi ratkeavia
tai ratkeamattomia, on kuitenkin vihemmin triviaalia.

Esimerkiksi kysymys siitd, onko diofanttisella yhtilolld
ratkaisuja kokonaislukujen joukossa, on nimittiin ratkeava
yrityksen ja erchdyksen menetelmin suhteen. Sama pitee
muihinkin tunnettuihin perinteisiin ratkeamattomiin on-
gelmiin tavallisen matematiikan piirissi. Onkin siis syytd
kysyi, onko ylipdinsi olemassa mitiin luonnollisia, taval-
lisen matematiikan piiristi nousevia ongelmia, jotka olisivat
ratkeamattomia myds yrityksen ja erehdyksen menetelmin
avulla. Asiaan on hiljattain saatu myé6nteinen vastaus. On
osoitettu, ettd ongelma siitd, onko annetulla eksponentiaa-
lisella diofanttisella yhtilolld vain direllisen monta ratkaisua
vai el (siis: ddrettdmin monta), on ratkeamaton jopa tissi
yleisemmissi ja laajemmassa mielessid.* Kysymys on hyvin
yksinkertainen ja luonnollinen. Kuitenkin se on siis hyvin
vahvassa mielessi ratkeamaton. Siti ei voida ratkaista edes
“empiirisesti”, yrityksen ja erehdyksen menetelmin avulla.
Timi ongelma on niin kertakaikkisesti ihmismielen kykyjen
tuolla puolen.
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